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Capitulo 1

Introduccion

La inferencia estadistica comunmente se focaliza sobre funciones de distribucién que
son puramente paramétricas o puramente noparamétricas. Un modelo paramétrico
razonable produce inferencias precisas mientras que un modelo erréneo posiblemente
conducira a conclusiones equivocadas. Por otro lado, los modelos noparamétricos
son asociados con alta estabilidad y menor precisiéon. Recientemente los modelos
noparamétricos han ganado una importante atencién en el estudio de fenémenos nat-
urales con comportamiento de complejidad no lineal. Sea (y;, X,T , ti)T observaciones
independientes idénticamente distribuidas (i.i.d) tal que y; € R, t; e Ry X; € RP y

yi=7Xi,ti) +ei  1<i<n (1.1)
donde los errores ¢; son independientes e independientes de (X}, #;)T.

El andlisis del modelo (1.1) requiere de técnicas de suavizado multivariadas para
la funcion ~. Por lo tanto este modelo encuentra en aplicaciones la dificultad cono-
cida como “maldicién de la dimensionalidad”. En los ultimos anos, diversos autores
han tratado el problema de reduccién de la dimensién en los modelos de regresion
noparamétrica. Para poder resolver el problema de vecindades vacias, se han dado
varios métodos para estimar la funcion de regresion cuando las covariables permanecen
en un espacio de dimensién alta. Hastie y Tibshirani (1990) introdujeron los modelos
aditivos que generalizan los modelos lineales, resuelven el problema de “la maldicién
de la dimensién”y ademas son de facil interpretacion. Este nuevo planteo combina
la flexibilidad de los modelos noparamétricos con la simple interpretacion del modelo
lineal estandar.

Durante la realizacion de este trabajo estudiaremos una estrategia intermedia,
que es emplear un modelo semiparamétrico. Este modelo combina las ventajas de
ambos métodos, paramétricos y noparamétricos. En este caso la funcién de regresion
se descompone como (X, t) = XT3 + ¢(t), con lo cual (1.1) puede escribirse como

yi =X 'B+gt:)+e 1<i<n (1.2)
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Los modelos parcialmente lineales son mas flexibles que los modelos lineales estandares
ya que tienen una componente paramétrica y una noparamétrica. Estos modelos se
convierten en una elecciéon apropiada cuando sospechamos que la respuesta y depende
linealmente de X pero es no lineal en ¢.

Engle (1986) introdujo el modelo (1.2) al estudiar el efecto del clima en la demanda
de electricidad. Este modelo también fue aplicado en diversos problemas econémicos
(Daniel y Wood (1980)). Puede ser usado, por ejemplo para examinar el efecto del
cambio de precio de un determinado producto sobre el volumen de ventas. Es de
esperar que exista una relacion entre el precio y el tiempo y en este caso, podemos
suponer que X = ¢(t) + n donde ¢ es una funcién desconocida y 7 es una variable
aleatoria. Este modelo fue tratado por diversos autores. Speckman (1988), Robinson
(1988), Chen (1988), Rice (1986) fueron algunos de los primeros en trabajar en el
tema.

Los estimadores estudiados para el modelo que consideramos requieren de la se-
leccién de una parametro de suavizado h comtinmente llamado ventana. Linton (1995)
obtuvo una expresion asintotica para la ventana optima en el sentido que minimiza el
error cuadratico medio del estimador del parametro 3. Esta expresion depende de las
funciones que estamos estimando y de parametros que desconocemos, como 3 y los
desvios de los errores. Linton también propuso un estimador para la ventana éptima
bajo el modelo (1.2) y Aneiros-Pérez y Quintela del Rio (2002) lo extendieron para
el caso de errores dependientes. Por otra parte, es conocido que la presencia de datos
anomalos puede afectar seriamente los estimadores de la funcién g y del parametro
(3. Para evitar este problema, Bianco y Boente (2002) propusieron estimadores ro-
bustos para el parametro y la funcién de regresién. Asimismo, la sensibilidad de
los procedimientos clasicos de seleccién de ventana a datos atipicos ya fue observada
en el modelo de regresiéon noparamétrica, o sea cuando B = 0, por diversos autores
entre ellos puede mencionarse a Leung, Marrot y Wu (1993); Wang y Scott (1994);
Boente, Fraiman y Meloche (1997) y Cantoni y Roncheti (2001). En este trabajo,
proponemos un estimador robusto del parametro de suavizado, lo que resulta en es-
timadores adaptivos robustos de g y 3.

En el Capitulo 2 se tratara el modelo de interés, describiendo los procedimientos
de estimacién. Se dard un breve resimen de los estimadores noparamétricos y se
repasaran estimadores noparamétricos robustos para la funcién de regresion. En el
Capitulo 3, se obtendra la expresién de la ventana éptima para estimar el vector de
parametros del modelo. Para ello estandarizamos un estimador de dicho parametro
y obtenemos aproximaciones de sus dos primeros momentos, los cuales son usados
para encontrar la expresion de la ventana éptima. En el Capitulo 4, se propondra
un estimador robusto del suavizador 6ptimo encontrado y mostraremos que aproxima
en probabilidad a la ventana optima. Finalmente en el Capitulo 5, se realizard un
estudio de Monte Carlo para comparar para muestras pequenas el comportamiento



de las ventanas adaptivas y de los parametros del modelo obtenidos a partir de ellas.
En el Apéndice, se incluyen las demostraciones de algunos de los resultados.



Capitulo 2

Estimacion del Modelo

2.1 Introducciéon

Supongamos que tenemos un conjunto de observaciones {(y;, X, T, t;)T17 | de acuerdo
al modelo
yi =XTB+glt;) + 1<i<m (2.1)

donde X; = (1, .. ., xip)T son observaciones de un vector aleatorio, ¢; son puntos de
diseno fijos en [0, 1], 3 es un vector de pardmetros desconocidos de dimension p, g(t)
es una funcién escalar desconocida definida en [0, 1] y €; son errores independientes
con media 0 en el caso clasico y simétricos en el caso robusto. Supondremos que
g; ~ F(./o.) donde 0% = V(g) = E(ceT), si existe. Ademéds, supondremos que existe
una relacion entre X; y t;. De este modo el modelo de interés puede escribirse como

Ty = @;(ti) +ni 1<j<p,

con n;; ii.d, n;; ~ G(./0,) G simétrica. Tomando esperanza condicional respecto a ¢
en la segunda ecuacién de (2.2) obtenemos

¢i(ti) = E(zilt:) 1<) <p.
Llamemos ¢(t) = (61(t), ..., ¢,(t)" v sea ¢o(t;) = E(yilt;) entonces
do(t) = " (t:)B + g(t:). (2.3)

Con lo cual, restando ¢y(t;) a ambos lados de la primera ecuacién de (2.2) el modelo
se escribe

yi — do(ts) = (Xi — @(t:)) ' B + . (2.4)

4
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Esto nos sugiere que si proponemos estimadores (50 y (?b de ¢¢ y ¢@ respectivamente,
podemos obtener un estimador de 3. Por ejemplo, el estimador de minimos cuadrados
para 3, B;¢ puede ser calculado como

~

BLg = arg rrgniuyi () — (Xi — (1) AP (2.5)

Finalmente en base a (2.3), podemos estimar ¢(t) de la siguiente forma,

2.2 Estimadores noparamétricos clasicos

En la secciéon anterior surgié la necesidad de obtener estimadores para

¢;(ti) = E(zilti) 1<j5<p,
do(ts) = E(yilts).

Una propuesta para este tipo de problemas son las técnicas de suavizados. Supong-
amos que tenemos una variable de respuesta o dependiente Y y una variable predic-
tora o independiente 7" y buscamos describir la dependencia de la media de Y como
funcién de T, es decir,

E(Y|T) = m(T).

Una técnica de suavizado es una herramienta que nos permite resumir la tendencia
de la respuesta Y como funcién de una o mas variables predictoras. Dado que no
suponemos una forma rigida, como en el modelo lineal estandar, ese estimador es
considerado como un estimador noparamétrico, donde se pretende que los datos sean
los que describan el modelo. A continuacién, daremos un repaso informal de algunos
estimadores noparamétricos.

a) Promedio local

Trabaja dividiendo los valores de la variable predictora en regiones disjuntas y en
cada una de estas regiones promedia los valores de la variable. Formalmente, elegimos
puntos ¢y < ... < ¢x donde ¢g = —00 Yy cxg = 400, y definimos Ry, = {i : ¢, <
ti <cre}; k=0,...,K—1.Sit € Ry, definimos

> Y
o~ o jERk(t)
int; h) = #R (1)
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Observemos que la estimacion resultante es discontinua y salvo que tengamos infor-
macion para sospechar que la funcion de regresion sea discontinua en determinada
region, no nos provee de una buena estimacién.

b) Promedio Mévil

Este procedimiento esta relacionado con el estimador anterior; la diferencia radica
en que los intervalos pueden superponerse y se basan en la nocién de vecinos mas
cercanos. Para cada punto t se promedian los valores de y asociados a un entorno de
t, es decir,

>y

_ JENR(Y)

n(t,h) = 20

donde Ni(t) = {max(i — k,1),...,i— 14,0+ 1,...,min(i + k,n)}, Ni(t) es llamada
vecindad. En este caso definimos una vecindad simétrica, pero podriamos tomar por
ejemplo los r vecinos mas cercanos a t.

Una generalizacién simple de este tipo de estimadores consiste en calcular un es-
timador de minimos cuadrados ajustando un modelo de regresién simple en cada
vecindad. Es decir,

Ta(t, h) = a(t) + Bb)t.

Donde @(t) y [B(t) son los estimadores de minimos cuadrados para el modelo de
regresion simple y; = o + [t; + ; para los puntos de la vecindad Ny (t).

c) Splines Cubicos

En este caso, la estimacién propuesta no es construida explicitamente, surge como
solucién a un problema de optimizacién. Donde se busca encontrar la funcién con
derivada continua que minimice,

“ b
;{yi - m(ti)}2 + )\/a {m”(:z;')}2daj.

El primer término mide la cercania de los datos y el segundo penaliza la curvatura
de la funcién. Se puede mostrar que esta ecuacion tiene un tnico minimo y que es un
spline con nodos en los puntos ;.

d) Suavizadores basados en nicleos.

Este tipo de estimadores, es definido como un conjunto de pesos locales para producir
la estimacion en cada punto ¢t. En general los pesos usados decrecen de manera suave
a medida que nos alejamos de t. La funcién de regresion es estimada como,

=1



2.2, ESTIMADORES NOPARAMETRICOS CLASICOS 7

donde

(2.6)

K(t) es llamada niticleo y es simétrica con [ K(u)du = 1. Algunos ejemplos posibles
son:
Nicleo Normal:

Ntcleo Epanechnicov:

3(1-12) It <1

=] 1 =

K() {0 1 =1
Nucleo Trictbico:

_fa—=puP)? it <1

K(t)—{o 1 > 1

Todos estos ejemplos de estimadores noparamétricos son lineales es decir pueden
escribirse como

y=Wy,

donde W es llamada matriz de suavizado y no depende de y.

Ademés de los pesos definidos por (2.6), Gasser y Miiller (1979) consideraron para
disenos fijos equiespaciados los pesos siguientes

t—u
it ) = / u, 9.
w 7 (2.7)

donde h > 0, t; = (& y K es una funcién con soporte en [—1,1]. Como la
funcién tiene soporte en [0 1], sit =qh €[0,h) ot =1—qh € (1 — h,1], el soporte
del ntcleo para estimar en ¢ con una ventana h no esté contenido en el soporte de la
funcién. Esto provoca un estimador sesgado, que se conoce como “efecto de frontera”.
Gasser y Miiller (1984) propusieron una solucién a este problema, introduciendo una
modificacién en el nicleo tomando nicleos K, (.) llamados nicleos de frontera con
soporte en [—1,q] para t = ¢gh € [0.h) ([—q,1] parat =1—qgh € (1 — h,1]).
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Para el problema que nos interesa, los estimadores de ¢ y de ¢; quedardn definidos
por

¢O(t) = iwnk(t> h’)yk>

k=1

o;(t) = ank(t, h)xy; 1<5<p.
k=1

Ahora de acuerdo a lo expuesto en el comienzo del Capitulo podemos estimar 3 por
un estimador de minimos cuadrados. Para esto es conveniente expresar al modelo
(2.1) en forma matricial;

Y =XB8+G +e¢,

dondeY = (yla s 7yn)TaX = (X1> cee aXn)a con Xz = (xila cee axip)Ta G = (g(tl)a ce ag(tn))T

ye=(E1,...,En)
Entonces el estimador de B8 de minimos cuadrados queda definido por

B (XTX) XY,
conY = (I-=W)Y, X = (I—-W)Xy W la matriz de suavizado donde w;; =

'LUm(tj, h)
En notacién matricial también podemos escribir,

X=¢+n.

d) = (d)l? T ¢n)(d0nde ¢z = (¢1(t2)7 tr ¢P(tl))T) yn= (7717 M) nn) (donde n;, =
(M1, - - 777ip>T)-

2.3 Estimadores noparamétricos robustos

Es conocido que la presencia de datos atipicos puede afectar seriamente los esti-
madores obtenidos en la seccién anterior. Por este motivo, Bianco y Boente (2002)
propusieron estimadores robustos para el parametro y la funcion de regresiéon en mode-
los parcialmente lineales. A continuacién, daremos un breve resimen de su propuesta.
El procedimiento para obtener estimadores robustos en modelos parcialmente lineales
puede ser descripto como un procedimiento en 3 pasos.

Paso 1: Estimar ¢o(t) y ¢;(t), 1 < j < p por estimadores robustos, como
medianas locales o M-estimadores locales. Sean ¢or y ¢;r los estimadores y

llamemos ¢ (t) = @13(15)7 cevy (/b\p,R(t»T'
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Paso 2: Estimar el pardmetro de regresion, utilizando un estimador de re-
gresion robusto sobre los residuos y; — (;30 rRY X; qu Llamemos ﬁR al estimador
obtenido.

Paso 3: Calcular el estimador de la funcién de regresién g como ggr(t) =
~ AT ~
$or(t) — Br Pr(t)-

En el paso 1, para calcular las medianas locales para estimar ¢y y ¢; podemos
tomar las medianas respecto a las funciones de distribucién condicionales Fy(y|T" = t)
y Fj(y|T =t), respectivamente definidas como,

k=1
BT =t) = Y wult, W) aou(zr;) 1<j<p.

B
Il
—

donde w,,; son los pesos definidos en (2.6) 6 en (2.7).

Otra opcion es usar M-estimadores locales, ¢or ¥ ¢, r definidos como solucién de,

ank (t, h)) <$R(>> —0 g S walt b)Y <x’“;]—ij)l{(t)> =0,

k=1

respectivamente, donde w,,; son los pesos definidos en (2.6) 6 en (2.7), 9 es una funcién
impar, acotada y continua y 5o(t) y §;(t) son estimadores de escala robustos. Posibles
elecciones de 1 pueden ser la funciéon de Huber o la funciéon bicuadrada, mientras
que para las escalas 5y(t) y §;(t) pueden considerarse la mediana de las desviaciones
absolutas respecto a la mediana (mad) (Huber 1981) con respecto a las distribuciones
Fo(y|T =t) y F;(y|T = t) definidas anteriormente.

En el paso 2, para la estimacién robusta del parametro de regresién han sido prop-
uestos diversos métodos como M-estimadores (Huber 1981) resistente a outliers en
los residuos pero no a puntos de alto leverage y los GM-estimadores (Mallows(1975),
Krasker y Welsch (1982)) con punto de ruptura decreciente con la dimensién, pero re-
sistentes a alto leverage. Entre estimadores de punto de ruptura % podemos mencionar
los S-estimadores (Rousseeuw y Yohai (1984)) los 7-estimadores y MM-estimadores
(Yohai y Zamar (1988) y Yohai (1987)).



Capitulo 3

Seleccién y estimacion de la
ventana optima

En este capitulo nos ocuparemos de como seleccionar la amplitud de la ventana re-
querida para la estimacién del modelo. En forma intuitiva, podemos observar que
ventanas grandes provocan un estimador con pequena varianza pero de alto sesgo,
y a la inversa si tomamos ventanas chicas. Si consideramos valores pequenos de h
obtendremos un grafico demasiado dentado, poco suave. En cambio valores altos de
h provocaran un estimador demasiado llano que no capturard en forma correcta la
tendencia deseada.

Para la seleccién del paramétro de suavizado en este tipo de estimadores se han
considerado diversos métodos como validacion cruzada y métodos plug-in.

En este Capitulo, obtendremos una expresién del parametro de suavizado éptimo
en el sentido de la ventana que minimiza el error cuadratico medio del estimador
de minimos cuadrados de 3. Para esto daremos una expresion asintética del error
cuadratico medio (MSE). Los resultados de este Capitulo se pueden encontrar en Lin-
ton (1995) y Aneiros-Pérez y Quintela del Rio (2002) aunque algunas demostraciones
han sido modificadas para adaptarlas a este contexto ya que Linton (1995) considera
polinomios locales.

3.1 Aproximaciones Asintéticas: Ventana éptima

Para los resultados obtenidos en esta seccién Linton (1995) y Aneiros-Pérez introdu-
jeron las siguientes hipétesis:

1—0.5
o

H.1. The fixed regressor {t;}, are equally spaced points: t; =

10
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H.2. The errores {g; : 1 < i < n} is a sequence of i.i.d. random variables with

E(g;) =0 and V(g;) = 02 > 0.

H.3. {n, : 1 <i < n}is asequence of i.i.d. random vectores with mean 0 and finite
variance - covariance matrix 3, .

H.4. {¢;} is independent of {n,}.
H.5. The exist integers J > 2 and M > 4 such that E(|e;|’) < oo and E(|n,|") < .
H.6. The functions g(.), ¢1(.), ..., dp(.) have v > 2 contimuous derivatives on [0,1].

H.7. a) K(.) is symmetric, even and Hélder continuous with support [—1, 1].
b) [K(u)du=1, [u"K(u)du# 0 with v even and [w/ K (u)du=0,1<j <
v—1.

H.8. a) Ift =qh €[0,h) (t=1—qgh € (1—-h,1]), K,(.) hassupport [-1,q] ([—q,1])
and satisfies H.7 b) with bounded v-th moment for ¢ € [0, 1].
b) K,(.) is such that the asymptotic variance is uniformly bounded for ¢ € [0, 1].

2

H.9. h=h, € [an™™,bn""] where 0 < a < b < oo are constants and ™ = YR

Consideremos el estadistico estandarizado T = o~ '¢Tnz (B —B) donde ce€
RP v 02 es la varianza asintética de cTn%(ﬁ — ). Mediante un desarrollo de Taylor
si se cumplen H.1 a H.9 podemos descomponer a T de la siguiente manera,

T=T"+n"3R=T"+ Ry,

donde
T = o N Xy — 0 2 TS X p S Xy +
+ n7eTS XS XS X ).
con
XN == n_%/XT&?
£ = Y-Xg
Xp = n_%(n_liTK - 3)
R = —oc'(n'X"X) ' Xp%, ' XpE, Xy
Si h satisface H.9 tenemos que Ry = 0,(n™?*) con pu = 2(44’; ;11) (ver demostracién del

Teorema 3.1).
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Linton (1995) observé que cuando sup E(T?) < oo, E(T?) = E(T*?) 4+ o(n?*). Sin

embargo, el problema reside en que 7T no tiene necesariamente los momentos uni-
formemente acotados. El siguiente Teorema nos provee de una aproximacién de los
momentos de T'y T™ a través de una aproximacion de sus distribuciones.

Teorema 3.1 Assume that H.1 - H.9 hold, with min(J,L) > M; = max(6, 31_6—4%)
4v—1

where |1 = T Then, we have:

a) T and T* have the same distribution to order n=2",
b) sup, (E(T") < oo,

¢) E(T*) = n2h® Ay + o(n™") V(T*) =1+ (nh)"*As + o(n2),

where

En el Apéndice, se encuentra la demostracién de este Teorema junto con los Lemas
necesarios.

De acuerdo al Teorema 3.1 podemos encontrar una expresién asintotica para el

error cuadratico medio de {Tﬁ,
MSE(h) = V (CTTﬁ> +[E <Lﬁa_ [3))]2
= n H(V(T) + (E(T))?)

= n Y1+ (nh) "4y + o(n %) + (n2h* Ay + o(n""))?}.
Luego,

MSE(h) ~n~ (1 + (nh) " Ay + nh™ A}?). (3.1)
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Derivando en h la expresion anterior tenemos que la ventana asintéticamente éptima
hopt €8 hopr = Agn™", donde

4\
Ay =
0 <4VA12>

1
4v+1

/Kf(u)du

2

Ay (O'_ICTE;11

yTm= ﬁ“. Evaluando esta ventana en la aproximacién (3.1) tenemos que el error
optimo asociado es

NMSE (hopt) & 1+ n2" ATt A, 551 ((4p) 75T + (4p)47),

o sea el error cuadratico medio asintético es de segundo orden n?.

3.2 Estimacion de la ventana optima

Obviamente esta ventana no puede ser calculada en la practica ya que depende de
cantidades que desconocemos como es el caso de o2, ¥, vy las funciones g(t) y
gbo(”)(t). Una manera posible de estimar esta ventana 6ptima es mediante un método
plug-in. Esto consiste en estimar consistentemente Ag y luego usar ;4\0n_” para esti-
mar a 3. En lo que resta del Capitulo discutiremos como estimar estas cantidades en
el caso clasico.

Speckman (1988) propuso estimar 3,, por n1XTX que es un estimador con-
sistente. Para estimar ¢ debemos proceder de la siguiente manera. Con una ven-
tana inicial ho calculemos estimadores iniciales 3 y g(t) para B y g(t). Luego si
& =1vy; — X8 — g(t) podemos definir un estimador de ¢ como,

-9
&

~2 =1

o = ,
n

n

que también resultard consistente. Por tltimo, debemos estimar ¢®)(t) y ¢®(¢).
Gasser y Miiller (1984) propusieron estimadores para las derivadas de la funcién de
regresion, a través de las derivadas de los pesos. Estos estimadores pueden escribirse
como:

i) = S W () — XTB)
=1
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¢(V Zw (t,h)zy; 1<i<np.

donde w' (¢, h) es la v-ésima derivada de los pesos definidos en (2.6) 6 en (2.7). De
esta forma, podemos estimar de manera clasica la ventana asintoticamente optima.
Linton (1995) probé la convergencia de este estimador al pardmetro de suavizado
optimo.



Capitulo 4

Propuesta robusta de estimacién
de la ventana 6ptima

En el Capitulo anterior se presentd la expresion del pardmetro de suavizado éptimo
y se di6 una propuesta de estimacion clasica para dicho parametro. En esta parte
del trabajo introduciremos un versién robusta del estimador de la ventana éptima.
Por simplicidad supondremos p = 1 o sea x; € . Como es sabido el parametro
de suavizado depende de o2, 02, g")(t) y $o™ (t) luego debemos estimar de manera
robusta dichas cantidades. Estimadores robustos para las derivadas de la funcion
de regresién han sido estudiados por Hérdle y Gasser (1985) cuando la escala es
desconocida y por Boente (1989) en el caso heterocedastico. Consideremos primero
el caso en el que v = 2, Boente, Fraiman y Meloche (1997) propusieron los siguientes
estimadores de las derivadas de ¢g y ¢;.

S udie. e (1200,
Fonon (‘W”)
w-)<t,h>w< ¢“")
ity (B0

donde w (t h) es la derivada segunda de wy;(t, h) los pesos definidos en (2.6) é en
(2.7). Los estimadores de escala sy y s; puede ser un M-estimador de escala 6

So = medlan\yl Yi_1]/0.6754+/2,

1<i<n

51 = medlan\:cZ —x;_1|/0. 6754V/2,

1<i<n

-0 g

=1

15
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donde hemos supuesto sin perdida de generalidad 0 <t; < ... <t, < 1.
En forma general, un estimador de la derivada de orden v queda definido como,

- v Yi — &5 , t 1 N n T(v—
>l (1, )y (780“‘( )) = 2 Nl bon)H(G6R(D), - 4" (1)
=1 3<5<v 20

(g(u) (t) _ jiimpar

An(t, Go.r(1))
= v Ty — Q/g r(l 1 oy oy Hv—
S w (e hy (SO0 s Lt G ) H G0, 50 0)
i1 51 e VST

Olnlt) = Lo

Mt d1r(1))

donde w,(;) (t,h) es la v-ésima derivada de w,,;(t, h) los pesos definidos en (2.6) 6 en
(2.7), sp v s1 los estimadores de escala considerados anteriormente y

Nt 6(1) = LhiK<t;lti)¢u> <y—7¢(t)>

Mt 6(t) = %i}((%) o0 <L¢(t)> v
Hy(oV @), ..., 0" V@) = {[puw) — o)}

Es facil ver que H;(¢M (), ..., 0" Y (t)) solo depende de las derivadas de ¢(t) hasta
el orden v — 1.

Lema 4.1 Sea v;(u) = [¢p(u)—p()} entonces v\ (t) = H;(¢M (), .., 6% (1)) para
j>1.

DEMOSTRACION: Probaremos este resultado por induccién en j. Si j = 1,
o (1) = ¢® (u) entonces v\ (1) = ¢®)(1). Si j =2,

S0,

S1.
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Ahora supongamos que el resultado vale para j — 1 veamos que vale para j.

W = <vj_1<u>v1<u>><’f>=z(7’f) ol w)

= ) + 0+ 5 () o w6 )

entonces como v1(t) =0y vj_1(t) =0

y por hipdtesis inductiva v](-r_)l(t) =H; (M (t),..., 0" V(t)) de este modo

v () = Hi(eV(t),...,¢" V(1) O

El Lema anterior nos provee de una forma recursiva para calcular H;. Por ejemplo,
en el caso ¥ = 3 necesitamos

B0 0700) = 3 (F) Haa (600, 00000
SHAO0)67(0) + 36V ),
Es fcil ver que Hy(¢(t)) =0y H2(¢<1 (1)) = 2[¢M(1)]? de esta forma
Ha(0(0), 0 (1) = 66 (1))

Entonces tenemos que si v = 3 podemos tomar como estimador robusto de la derivada
tercera,

iw;%, e (L) EO WM (L”) e

Sn(t) = . =
’ & | yi — dor(t)
;wm t h ¢ <780 )
S w8, Ay ( Lr(t) ) LSt (M) B
(5531)3\(15) _ =l S1 ST i=1 51 s
’ ‘ ;[T — P1r(l) '
;wmos, o <7 )

De esta forma, por (2.3) podemos obtener un estimador robusto de §*) como

a8 = o\h(1) — S R()B. (4.1)
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Para estimar o7 y o7, proponemos

O.r = mad(y; — xza —4(t;))/0.6754,

1<i<n
Opr = median|z; — xi_l\/0.6754\/§ = 5.

1<i<n—1

donde g y [ son estimadores calculados con una ventana inicial hy. Entonces, el
estimador robusto para h,, propuesto seria,

?ZR = A\QR?’L_W (42)

donde

4.1 Convergencia

El objetivo de esta seccion es mostrar, que bajo ciertas condiciones, la ventana esti-
mada satisface

he p
% 1
h’opt

st n — 00.

Boente, Fraiman y Meloche (1997) demostraron bajo ciertos supuestos que el esti-
mador robusto de la derivada segunda de la funcién de regresién converge a la derivada
segunda de la funcién de regresion.

Para probar la convergencia de la derivada de orden v necesitaremos de las siguientes
hipétesis:

A.1. {t;}, are fixed of design points in [0, 1]

A.2. {g : 1 < i < n}is a sequence of i.i.d. random variables ¢; ~ F(./o.), F
symmetric.

A3. {n; : 1 < i < n}is a sequence of i.i.d. random variables and n ~ G(./0,)
symmetric.

A.4. {g;} is independent of {n,}.

A.5. The functions ¢(.), ¢1(.), ..., ¢p(.) have v > 2 continuous derivatives on [0,1].



4.1.

A.6.

A.7.

C.1.

C.2.

C.3.

C.4.

C.5.

CONVERGENCIA 19

a)K(.) is even, symmetric with v continuous derivatives with support [—1, 1].
b)[ K(u)du =1, [u’K(u)du # 0 with v even and [/ K(u)du = 0 for 1 <
j<v-—1

c) K" is Lipschiz of order one.

sup |$§k1%(t) — ¢§k)(t)| <%0 if n—ooforj=0,1land 1 <k<v-—1.
tE[ho,l—Qho] ’

¥ R — Ris an odd, strictly increasing, bounded and continuous function such
that lim P(t) =a>0.

1 is v-th differentiable, its v-th derivative ) bounded and Lipschitz of order
one and E(¢'(e1)) # 0.

h21/+1
fim e = oo Jim =0

1 —0
Jnax |[ti —tica| — g| =0(n"")

The initial estimators §(¢) v 3 cumplen sup [§(t) — g(¢)| <> 0 if n — oo and
te[0,1]

Bﬂﬂifnﬁoo.

Teorema 4.2 Under C1 - C5 and Al - A7 hold, if n=°hi* — oo we have that

sup |$§V1)%(t) — ¢§V)(t)| %0 if n— oo.
tE[ho,l—Qho]

for 3 =0,1.

La demostraciéon de se encuentra en el Apéndice.

Corolario 4.3 Under the assumptions of Theorem 4.2 we have that,

~

h
LN | if n— oc.
hopt

PROOF: Using Theorem 4.2 we have that (Ey}){(t) 2, 3 (¢) uniformly on [ho, 1—2ho]
for j = 0,1. Then, by (4.1) and C5 we have that,

J

1—hg

1=ho v (v v v a.s
| a - [ g 0l @t -2 0.

0 ho
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;From A.5 ¢ and ¢§”> are continuous an d boundeds on [0, k] and [1—hg, 1]. Then,

Jho g ()¢l (¢)dt and S g) ()¢ (t)dt converge to 0 . This implies that

) 30 as, [T w0 g
| @ war 2= [ g6 (t)dr
0

It remains to show that

Let Cy = {|z] < C1} and Cy = {]y| < Cs}, such that if C = C; x Cq, P(C) > 1

Note that

Bz (f) = Er(f)] <
<
<

From,

Es (f) =

EFn(f) =

S S
4 flloe

217 )
L3S = FEDMelen) + 5 D 1F@) ~ fe) e w)

1 n
152l < 2 flloes D" Teel 1),
1=1

and the Strong Law of Large Numbers, we have that there exists a set N, such that
P(N7) =0 and Yw ¢ N; we obtain that

3 Fee(y) — Pl(w0) €€°)

i=1
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then, |Ss| < §, if w & Ni and n > n,.
Now, we study the other terms. By C5,

sup [g(t) — g(t)] =50 and |3 — B = 0.
te[0,1]

We get that IV, : P(N,) = 0 Yw ¢ Ny sup [§(t) — g(t)] — 0 and § — 3.

te[0,1]
Specially, if w ¢ Ny and n > ny sup |g(t) — g(t)| < 1 and |5 — 5] < 1.
te(0,1]

Since z; € C1,y; € Co we will see that exist a compact set 7 large enough such that
y; — ;0 —g(t;) and y; — 2,8 — g(t;) € T. Since f is uniformly continuous on 7 exists
6 >0:if uy,up €C, [Juy —ug| <0 = |f(ur) — flug)] < 5.

Then

lyi — 28 — g(t:)] < Co + C1lB] + || f|o-

Therefore, if w & Ny y n > ns
i — 2B — §(t:)] < Co+ Cr(1B] + 1) + | /oo + 1 = Cs.

If 7 = {u: |u] < Cs} we have that u;,e; € 7. From C6 if n > ns, |u; —&;| < 6 fori €
J ={i: (zi,y;) € C}, because [z;| < Ci, then |51 < §. Since |E; (f) — Er,(f)| <€
if wé¢ NTUNy y n> N = max(ng,ng,n3).

If I stands for the Prohorov distance. Then II(F,, F,) — 0 and since II(F,, F) — 0
implies II(F,, F) — 0. Now, (4.3) follow the fact that the MAD is a continuous
function.

Now, we see (4.4), since z; = ¢1(t;) + 1; then,

v =z = O1(t) — d1(tic1) + 1 — M1
T —xim1 = (&)t —tic) 1 — i

vi= i = E)G T O+~ i
Ti— T = ¢/1(§m)%0(1) + 1 = Ni-1-
by C4. Then,
(i —20)? = (¢’1(€m))2%0(1) + (i —mi1)® + %Cb/l(fm)(m — Ni-1)
(i —2i1)* = (0 —mi-1)” + Rin.
Therefore,

1 Jpp— . 2 — ] Jpp— . 2 .
median(z; — 2i-1)" = median((n; — 7;-1)" + Rin].
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It sufficies to show that

median((1; — 7;-1)* + Rn) — median((n; — 9i-1)*) == 0.

1<i<n—1 <i<n—

Denote by z; = (n; — 7;_1)? and

Eq.(f) =
Ep,(f) =

Let B = {|z| < B} C R compact, such that P(B) > 1 — T then

Bo,(f) = Br (D < =301+ Ra) = 1)
= li (i Bin) = F(20)) (=) + 2 Z|f st Rin) = f(20) e (1)
< A+ A,

We start with Ay. Since f is bounded,
1 n
[As| < [ flloo= D Ine(2i),
ni=
since from The Strong Law of the Large Numbers

1 n
=3 Ipe(z) — P(z € BY).
i=1
We have that there exists a set 3 such that P(N3) = 0and Vw ¢ N3 23 Ipe(z) —
i=1

P(z € B°). Then if w ¢ N5 and n > n3 [Ay] < §.
The fact that f is uniformly continuous on By = {|z| < B+ 1} then £ > 0: 21,25 €
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R, |21 — 2| <= |f(xn) - flz)] <

Since

N

L, 0(1 o(1

< £ if n>ny.

|¢']|%. B2

Then, if z; € B, z; + Ri, € By and |R;,| < § entail that |f(2;) — f(2 + Rin)| < § and

|As| < e. This completes the proof. O

Observacién 1 Un resultado andlogo se obtiene si estimamos la fg(”)¢§”) mediante

%Zﬁ(”) (ti)QASgV)(ti)l(hml_ho)(ti) que es el procedimiento usado en el estudio de simu-
i=1

lacion para evitar el cdlculo de la integral numérica.

Observacion 2 Los resultados obtenidos anteriormente pueden extenderse al caso

en que t; sean v.a y no puntos de disenos fijos, sit; tienen soporte compacto, digamos
J =[0,1] y densidad fr tal que fr(t) > 0 para todo t en el interior de J.



Capitulo 5

Simulacion

5.1 Condiciones de la simulacion

Este Capitulo contiene los resultados de un estudio de simulacién disenado para eval-
uar el procedimiento de estimacién propuesto en este trabajo.
Los objetivos de este estudio son

e Comparar la performance de los estimadores ante contaminacién y bajo mues-
tras normales.

e Mostrar la dependencia del método de seleccién de ventana en la ventana inicial.

Como hemos visto para estimar la ventana 6ptima necesitamos definir estimadores
iniciales del pardmetro y de la funcién de regresion, para estimar la varianza del error,
asi como estimar la derivadas de la funcién g y ¢. A continuacién se describen, los
estimadores utilizados en el estudio de simulacién

Estimadores iniciales del parametro y la funcién de regresion:

e En la propuesta clasica se estim¢ la funcién de regresién por un estimador de
nicleos con nucleo normal y el coeficiente de regresion por minimos cuadrados.

e Para el caso robusto, el método de suavizado empleado inicialmente fue medi-
anas locales y para el pardmetro de regresién se utilizé un GM-estimador con
funciéon de Huber 1.6.

Estimadores de la funcion de regresién y sus derivadas:

e En el caso clasico, se tomo el nticleo normal, con media cero y desvio estandar

o= (32)=0.37.

24
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e En la propuesta robusta, se utilizaron los estimadores expuestos en el Capitulo
4 donde 9 es la funcién bicuadrada de Tukey con constante 4.685, y los pesos
fueron calculados igual que en el caso clasico.

Ademads de los dos estimadores anteriores, se consideraron estimadores cldsicos
basados en polinomios locales y una propuesta robusta asociada.

Estimadores de la funcion de regresion y sus derivadas basados en polinomios locales:

e En el caso clasico, tanto la funcién de regresion como sus derivadas pueden
estimarse utilizando polinomios locales (ver Wand and Jones (1995)). Si ten-
emos el modelo Y; = m(t;) + ¢;, y nos interesa estimar m(t) y m®(t), podemos
utilizar polinomios locales de orden 2. En ese caso, un estimador de m(t) serd
d, mientras que m®(t) puede estimarse por Gy donde (&, ...,as) es el valor
que minimiza

Zn: Wnk(t, h) (Yk —ap— o (t; —t) — an(t; — t)2)2

Estos estimadores se indican por LS en las tablas y figuras donde se aclara que
se trata de estimadores basados en polinomios locales.

e Teniendo en cuenta que los puntos de diseno t; son fijos o se encuentran en un
compacto, una propuesta robusta se basa en un M—estimador local de regresion.
Se considera la solucién (@, . .., a2) del sistema

i wi(t, W) (Vi — ap — s (t; — 1) — ant; — 1)%) = 0
i (Yk_ao_al(ti_t)_a2(ti—t)2) (tz—t) =0

Wi (t, ) (Vi = o — aa(t; — 1) — aa(ts = 1)?) (6 = 1) = 0.

||M:

A partir de ella, se definen los estimadores de m(t) y m®(t) como a, y as,
respectivamente. En este estudio de simulacién, se tomé como funcién escores
¥ la funcion de Tukey con constante 4.685 y el estimador inicial del proceso
iterativo fue un M—estimador local con 1 la funcion de Huber con constante
1.345. Este procedimiento puede extenderse a derivadas de orden mayor.

Luego de aplicar las técnicas de suavizado, el comportamiento del estimador de
minimos cuadrados (LS) de  fue comparado con los siguientes estimadores robustos
del parametro de regresion:
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e GMe-estimador con funcion de Huber de constante 1.6 en los residuos 7; =

- ao,R y con funcién de peso en las covariables wq(z) = W [(z _ MZ) 1

z
donde W es la funcién de Huber con constante ¢ = x1,0.975 ¥ . y 0, indican la

mediana y la MAD de z; = X; — abR . Estos estimadores se indicaran por GM.
e Least median of square introducido por Rousseeuw (1984) indicado por LMS

e Least trimmed con 33% de las observaciones podadas propuesto por Rousseeuw
(1984) indicado por LTS

e Estimador de un paso con estimador inicial BI el LMsS definido como

B=pres {1301 (—I"I) w3} { > (—I"I) w ()5}

El estimador de un paso mejora el orden del estimador inicial y tiene el mismo
comportamiento asintotico que el GM. Este estimador se indicara por 0S.

Se generaron 1000 muestras de tamano n = 100 del siguiente modelo.

y = 14+a;+102 4+ 1<i<n

5 .
;= i ;o 1 <i<n.
T log(5)6 + ;i 1<n

Es decir con nuestra notacién g(t) =1+ 10t2, =1y ¢(t) = e’. Este modelo

5
log(5)
corresponde al considerado por Linton (1995).

En el caso no contaminado, indicado por Cjy, se tomaron (g;,n;) i.i.d normales con
media 0 y matriz de covarianza identidad mientras que t; fueron generados siguiendo
una distribucién U|0, 1].

En el caso contaminado, indicado por C4, €; ~ N(0,1)(1 — ) + §C(0,1), donde
d = 0.1 y C(0,0) indica la distribuciéon Cauchy centrada en 0 con escala o. Esta
contaminacién corresponde a inflar la varianza de los errores y por lo tanto, afectara
la varianza de los estimadores del parametro de regresion.

Se consideraron las siguientes medidas resumen:

e para los estimadores del parametro (3, se consideré el error cuadratico medio,
calculado sobre las 1000 replicaciones e indicado por MSFE (B) en las tablas y
figuras. Por otra parte, en las tablas 5.3 a 5.6 se presentan los valores medios y
los desvios estandar.
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e para los estimadores de la ventana 6ptima h,,, se presentan en las tablas 5.1 y
5.2 los valores medios y los desvios estandar.

e ¢l comportamiento de un estimador g de g se midi6 usando dos medidas

MSE() = — [d(t) — g(t:))”

=1

MedSE(g) = median ([g(t:) — g(t:))%) -

n

S|

Las Tablas 5.7, 5.8, 5.9 y 5.10 dan el valor medio de MSE(g), mientras que las
Tablas 5.11 y 5.11 muestran los valores medianos de MedSE(g) sobre las 1000
replicaciones porque en este caso el valor medio y la mediana eran similares.
Para el tamano de muestra considerado, bajo el modelo dado y con errores
normales, el valor de h,, es 0.3581.

En las figuras 7?7, 77, 7?7 y 7?7 llamamos OPT al verdadero valor del error cuadratico
medio calculado sobre los diferentes valores de ventanas iniciales considerados. Es
decir, la expresién (3.1) para diferentes valores del pardmetro h que para el modelo
que estamos considerando quedaria de la siguiente manera,

MSE(R) = —L 4 L6

—h 37)2h8
1000+10002 +(0.37)

5.2 Resultados
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5.3 Conclusiones

El estudio de simulacién confirma el comportamiento inadecuado del estimador de
minimos cuadrados (LS) bajo la presencia de outliers y como esto repercute en la
estimacion del pardametro de suavizado y por lo tanto del error cuadratico medio de
los estimadores de (3. De hecho, en los graficos 7?7 y 77 correspondientes al error
cuadratico medio bajo contaminacion, el comportamiento del estimador de minimos
cuadrados (MSE([3)) se ve tan influenciado por la presencia de datos anémalos que
su grafico queda fuera de la escala considerada.

Las tablas 5.1 y 5.2 muestran que bajo contaminacién el estimador robusto de la
ventana Optima presenta mayor estabilidad, sobre todo en el caso de estimadores
basados en polinomios locales.

La misma variabilidad del estimador a un paso y del GM-estimador del parametro
de regresion que muestran las tablas 5.3 a 5.6 reflejan el similar comportamiento
asintotico entre ambos ya observado anteriormente. Las tablas 5.4 y 5.6 confirman
como es de esperar el aumento de variabilidad del estimador de minimos cuadrados
bajo contaminacién y a su vez muestran mejores resultados en sesgo de los estimadores
basados en polinomios locales que de los estimadores basados en ntcleos.

Las figuras 7?7, 7?7, 7?7 y 7?7 muestran como incide la eleccion de la ventana inicial
en la estimacion del parametro éptimo tanto en el caso clasico como en la propuesta
robusta. Observemos que para cualquiera de los estimadores considerados la ventana
optima tiende a ser la mayor del rango elegido, lo que es acorde con las aproximaciones
que hemos obtenido. Recordemos que nuestras aproximaciones dependen de h a través
de n™2h~! como se mostré en (3.1).

Por otro lado, en cuanto a la estimacion del parametro de regresion se puede observar
que bajo C, least trimmed (LMS) y least median of square (LTS) parecieran ser la
propuesta que menos se ve afectada bajo la presencia de outliers. En particular, en
el caso donde utilizamos estimadores basado en polinomios locales.
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Conclusiones Generales

En esta tesis se abordd el problema de estimacion robusta del pardmetro de suavizado
optimo y se probaron resultados de consistencia a la ventana 6ptima de un proced-
imiento definido via la estimacién robusta de las derivadas basadas en ntucleos. A
partir de este resultado se podria obtener la consistencia del pardmetro de regresién
y de la funcion de regresion; que sera objeto de estudios posteriores.

Por otra parte, en el estudio de simulacion se introdujo otro procedimiento basado
en la estimacion robusta de polinomios locales y se compar6 con el anterior bajo
normalidad y bajo contaminacion en los errores. Los estimadores robustos muestran
su ventaja frente a los clasicos cuando existen datos atipicos y resultados comparables
cuando el modelo normal se verifica. Esto justifica la propuesta realizada en esta tesis
y es consistente con los resultados tedricos obtenidos.

29






Apéndice A

Apéndice

A.1 Proof of Theorem 3.1

Lema A.1 Under H.1 - H.9 and assuming that ¢o, go € {g, ¢1, ..., ¢y} we have,

~ 20K 1
ot = 1A [ 0 @i+ o)

where go= (I —W)go and 9o = (go(t1), .-, go(ta))T.

PROOF: Taking into account that — maxmax{go(t;), ¢o(t;)} = O(h”), (Gasser and
Miiller, 1984)

~ n ~ 2(K) 1o, 5 ,
w7 = 7 S () = 1) [ ek a4 o) 3

1

Lema A.2 Let p;; = n 2()  wyws; — 2wy;) i,j € {1,...,n}  where w;; =
s=1
(W)i;. Assume that H.1, H.2 and H.7 - H.9 holds. Then;
ij
b) Iftx € [3h,1—3h] = > wy = 1.
i=1
c) max|pyl = O 2h™") and |py| =0 if |t;—t;| > 3h.
ij
d) > > pi* =0((nh)™).

i=1 i)

31
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e) zj:pu = O(n_%h_l).

i=1

) 3 it = O(nh)™).
g) i;nhpif = /Kf(u)du + o(1) where K,(u) = K x K(u) — 2K (u).

ProoF: The first six points are a consequence of the definition of p;; and the our
assumptions. For (g),

n
_1
piy =172 () waws; — 2wy).
s=1

. From the mean value theorem of integration,

1

) + (b)) = = Kalts — 1) + O((nh) ).

n

ti—t;
h

Therefore, we can write
RN Py | 1 5, 9
pPij = N 2 Z ﬁKh(tz — ts)Kh(tj — ts) — 25Kh(tz — tj) + O(n 2h )

s=1

nihpy = h (Z %Kh(ti ) Kn(t; — t,) — 26, (t — m) +O((nh)™Y).

s=1

Since  K,(u) = K % K(u) — 2K (u), from the mean value theorem

ti—t,
h

n%hpij =K, ( ) +0((nh)™)

then nh? — oo

i > nhpi? =n"*h7! XH:ZK*Q (ti ; tj) +0(1).

i=1 ij i=1 i#j

Then, K is Holder with bounded support and K, satifies the same properties. We
have that

n~2h! iZKﬁ (%) +o(1) = /Kf(u)du+ o(1)

i=1 i#£j

(see Aneiros-Pérez (2001) page 167) which concludes the proof. [
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Firstlt, we need to study Xy and Xp. We remember that

Xy = n2XTz where »?:}N/—KB
1
)

Xp = n2(n ' XTX - %

where

X=I-WX Y=(I-W)Y and wedenote V,=Wa.

We can write;

g e+g—V.
Then,
~ T
Xy =ni(n+é—Vy) (c+7- V),

and similary

= n i (n+é—Vp)Tn+o—Vy)—n ).

then,
Xy =Xy +by+Ly+Qn and Xp=Xp+bp+Lp+Qp,
where
XN = n_%nTs,

bN - n_%$T§>
n 3
1 - _1~
Ly = n2(n=Vyp)'g+n 20 (e = Vo) + > puem; = Y Ln,.
=1 =1
Qv = Zzpijnigja
i=1 j#i
Xp = nintn—ni%,,
n 2
e
bp = n 20 G+, D pi=. bp,
=1 =1

~ ~1 L >
Ly = n"i(n—Vp)To+n720"(n— V) + > putnin! — Sn) = Lo,
i=1

=1
On = Z Z Pij ;M-

i=1 j#i
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Lema A.3 Under the assumptions of Lemma A.1, we have that

2
o 1 2uau(K)
bN =n2h (I/!)2

b, ‘h2” 2 / (1) (6 (1) Tdt + o(nEh?).

1 1
/ 9BV (B)dt + o(nth?)  and
0

PrROOF: It follows immediately from Lemma A.1. O

Lema A.4 Under the assumptions of Lemma A.1, we have that
bp, = O(n"2h™1).

PROOF: Since X, is positive definite and bp, = 3, >°7"; pi;, he order of bp, is the
n

same as that of Z pii, by Lemma A.2 this concludes the proof. O
i=1

Lema A.5 Under the assumptions of Lemma A.1, we have that

LD17 LDQ, LNU LN2 = Op(hy) and LDS, LNS = O(n_lh_l).

PRrROOF: We start with Ly,
1 _ 1=
Ly, =n"2(n—Vp)'g=n"2) bm,

where

bj =g(I =W); =g, - kZ:ﬁkwkj = g(t;) — ég(tk)wkj-
If, we denote V' (U) the variance of U we have
V()] < O™ 302 (A1)
=
Let By={j: tj<h o t;>1—h} #(By) = O(nh). (A.2)
By Lemma A.2 a) and since max |g(t;)| = O(h”)  (Gasser and Miiller 1984), satisfies

If jeB, = b;=0(h") uniformly in j
If j¢B, = {wp#0=k¢ B}
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Therefore, by H.2, Lemma A.2 (a) (b) and the asymptotic expression of g(t;) we
obtain

by = 2D S~ (g9 — (1)) + o).

vl e,
But

n

< max (9@ (t) — 9" ()] D ol
k=1

{k,jrwy;#0}
9% (te) — g™ (t)].

> wii(g™ (k) — g™ (1))

h¢Bp

max
{lk—jl<nh}

By A.2 (a) the last term is o(1) because g*) is a continuous function defined on a
compact support, therefore b; = o(h”), we have obtained

b — O(h”) uniformly in j € By
771 o(h¥) uniformly in j ¢ B,

and since #(By,) = O(nh) we have that
n'y b? <n 'Y b? +nt > b? = o(h%),
i=1 J€Bsn 3¢ Bsh
consequently, using (A.1) and Markov’s inequality we obtain that Ly, = o,(h").
Now, we see Ly, = 0,(h®"))

Ly, =n"? > cjej where ¢; = oL (I —W);

j=1
then
VL)l =0 IV gl < n7HI Y eieg o2l
j=1 j=1

A similar reasonimg than the one used for Ly, leads us to obtain that
T O(h*) if j€ By

o(h") if j ¢ B
therefore ||V (Ly,)|| < o(h?”) thus, Ly, = o,(h").

For the term Ly,

V(L) = IV paem)ll = 132 pisV (emi)l = 028, > pill-

=1 =1 =1
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Using Lemma A.2 (f), H.2 and H.3 we have that ||[V(Ly,)|| = O((nh)™2) then
Ly, = O,((nh) ™).

For the terms Lp, we can apply the same arguments as those for Ly,. This concludes
this proof. O

Lema A.6 Let us suppose that J, L > 2M  for some positive integer M in H.5.
Then

supE(||XN||2M) < oo and supE(||XD||2M) < 00

ProoF: Using E|X +Y|" < C(E|X|+ E|Y|)" we have
E(IXn[*) < CEAXNIPY) + on P + E(ILyIPY) + E(IQN ).
Now,we study the four terms.
[bx]l = O(n2h™) = O(n™*) = sup by [[** < 0o

by Lemma A.1 and assumption H.9.

Since SUp E(|Xy|*M) = supE ln~ 2 anal |#*), the uniform bounds to the mo-
i=1

ments of ; and 7, are sufficient to guarantee that  sup E(||Xy||**) < co. For the

term with Ly consider

E(| L") < CUE(ILN 1*Y) + E(I Ly, 1*Y) + E( L, [*))

with Ly,, = nz > bmn;  where by = O(k¥) uniformly in j and {n,;};, are
j=1
i.i.d with mean 0. Applynig Whittle’s inequality (1960) we have that

B(| Ly ) < Gy (zbz) _ oMy,

For Ly,, we put in the form Ly,, = n-3 Zcﬂaj with ¢ € {1,...,p} and
¢;; = O(h”) uniformly in 4, j . Similar arguments apply to Ly, , Ly, = O(h*™M).

Finally, we write Ly, = > puem;  then applying Lemma A.2 (f) we have E(|| Ly, [|*M) <

o (z pz-)M = O((nh) M),
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For finish the proof, we consider the term Qn = >0, 30,4 pijmicj. Applying
Lemma 5.3.4 by Aneiros-Pérez (2001, page 170)

E(@Qnl*") < C(max 1py)*n*" (20 +1)" < C'(max [py])* 0 0™,

By Lemma A.2 (c¢) we have that

E(|@nl**) = O((nh)~™). (A.2)

This completes the proof. O
PROOF OF THEOREM 3.1.
a) We use the following result of Sargan and Mikhail (1971)

Ve, & |P(T' <) = P(T" < )] < P(|Rr| > &) + P(IT" — 2] < ).

see Rothenberg (1984). The last term is O(§). We therefore choose £ = O((n* logn)™!)
and show that

PQRﬂ>C—ﬁﬁ;>:dw%)

T
Let A= {|Rr| > C ”J_} and B = {|| =000 || > €y}, We have

n? log
P(A) < P(ANB)+ P(B°)
where by Markov’s inequality.
P(B°) = P(|Xpll > Csv/n) < CLB(|Xpl*).

Therefore provided sup E(||Xpl]?) < oo, P(B°) = o(n~*). When

Z 1 3
IZM Sy Rl < Gyl Xl Xl

therefore AN B C A where
E( Xy Xp|*)

A= {1 Xn|[|Xp|]* > Cs 2;/7 } and P(ANB) < P(A) < C:(logn)”

n(G—2ump
for any p. Using that

E(IX5[IXpl*]) < (B(Xn[*)T(E(Xp|*))1
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while sup E([|Xp[|*) < oo and sup E(|Xy|*) < oo by lemma A.6 and (2 —2u)p > 2p;

we have that

P <|RT\ > CM> = o(n~2).

n2tlogn
b) By Hélder’s inequality, we obtain
E(T**) < C{E(|Xx|?) + n ' B2 (| Xp||YEZ (|Xn|*) + n 2E5 (| Xp]|*) E3 (1 Xn|%)}.

Now, an appication of Lemma A.6 yields the statement of Theorem 3.1 (b) .
c) Remember the expression for 7*

T* = o (TS Xy — n 2 TR X pE Xy + 0T T X B X B X ) (AL3)

First, we show that the last term of T* is 0,(n*"). To check this, we only have to
prove that Xy and Xp are O,(1) (because 2u < 1) wich is obtained from Lemma
A.4 with M = 1. Furthermore, using the lemmas of the above secction together with
the bound(A.2) considered for Qx and Qp with M = 1, we have that

Xy =Xy+0,(n™) y  Xp=Xp+bp, +o0,(n") (A.4)
Form (A.3) and (A.4) we can write
T = U_lcTE;f {KN + bN + QN + LN1 + LN2 + (LN3 - n_%b};QE;llf)ZN)
—n EXP3, Xy} + 0, (n ) (A.5)
= T +o0,(n~2).

Because of the independence between 7, and ¢; Vi, j it is easy to see that, except
for b, that is nonrandom, the expectations of all the other terms of T** are zero.
Therefore, using Lemma A.3 we have

ay(K)
(v!)?

BE(T™) = o''s,) {n%hz” /01 g<v>(t)¢§<v>(t)dt}+o(h—ﬂ)

= nIhA + o(n™").

Now, we are going to compute V(7). We need to compute the variances of each
term in (A.5) and the covariances between them.

V(X,) = 0. %,
V(b,) = 0 because b, is nonrandom
V(Ly,) = o(n ) and V(Ly,)=o(n ")
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and by the proof of Lemma A.5,
V (L, —n 205,35, Xy ) = o(n~ ).
This follows from Lemmas A.4, A.5 and the fact that V(Xy) = O(1), we obtain
Vv (n‘%iEE;jiN) =o(n™%").

On the other hand, using the Lemma A.2

1=1 j#i i=1 j#i
— (nh)'p,0.° (/K du—l—o(l))
= (nh)7'%,,0.2 / K.2(w)du + o((nh)™b).

ViQv) =V (iimmi@-) = Zn:ZﬂifEme

The cross term are o(n~") or zero. Then by (A.5)
V(I™) = o2"S H{VXN) +V(Qw)} S, e+ o(n )
T {0522,,1 + (nh) Sy 0 [ K2 (u)du+ o((nh)—l)}
Em c+o(n~)
_ -1 2 —2p
= {1 + (nh) /K*(u)du} + o(n™*).

Now, using Cauchy-Schwarz’s inequality, Lemma A.6 and the bounds obtained troughot
its proof together with assumption H.9 we have that E(|R%|) = o(n~%*) and E(R;?) =
o(n~*) and we get the desidred result. []

A.2 Demostracion del Teorema 4.2

In order to prove Theorem 4.2, we will need the following lemmas.

Lema A.7 Under C.4, C.5 and A.6, if n°~'hi™ — oo, we have that

@) [hol 2ho nh"“ Z < | -0 n—oc
QN B ~
(b) [hoslugho nh0+1 ;K < > (¢0( ) / K ¢0 t Uho)du

0 if n— oo
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PROOF:
(a) By A.6 we have that

1 .
/K(”)< u)du:O for t€lho1— hy.
0 ho

Now, let ng be such that for n > ng, nhg > C and |t,,_1| < %, then

1 +
/K(”)< hu)du:() Vn>mng for te€[ho,1— 2h.
tn 0

Thus, if M denotes the Lipschitz constant for K and ¢; is an intermediate point
tio1 < & < tiy1 and o = 0,

1

t; 1 & (=t , u
‘ ”ﬂz (ho )‘ B ’h”*lZK()<ho>_h”“ KV (ho)du
= ’ hu—i—l Z K(V ( Z) hu—i—l Z /tz . K(V ( ) du

ho
t—

1 |1 & t; —f'
- _ _|= K® Z) —n(t; —t;_ K® i
hl/-‘rl n < 1{ hO n( 1) hO
11 — &
< K (5 ) 1 a1
0 i=1 0
M v
< Wsup‘ti—fi|+||K()||oo u+12| (ti — ti-1)
0 ¢ i=1
M
< Wsup\ti—ti_1\+\\f{ ||00h1/+1n0( )
0 (3
M ]_ - (y O(l)
< W (g +O(n )) + || K Hooh8+1n5_1
MC O(1)
il ) 2\
< nhS“ + HK ||°°h5+1n6—1'

and the result follows.
(b) As in (a) since K® has compact support on [—1, 1],

hu—i-l/ KW (u)do(t — uho)du = hl,, /lK()(t_u> Po(u)du

Thus, since (a) implies that,

‘hmz ( ho ¢0 ‘HO
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uniformly on [hg, 1 — 2hg], it remains to show that
1 - t—1; 1 1 t—u

—}jKW( ) t, ——/ K(”)(

nhit & b ) g ho

uniformly on [hg, 1 — ho]. Now, let ng be such that nhg > C'y 1 —t, < <. Asin (a),
for n > ng we have

1 n t—t 1 gt t—u
L () i Nt w (L-u
| nhy T ;K ( )%(“) h5+1/o K ( I )‘%(“)d“'
ti ti v t—u
u+1 Z {K(V ( )%(ti) —n KW ( : )%(U)du}
=1 0 0
—t
S K(u)(
‘nhﬁﬂ ;{ ho

— 0,

) ¢o(u)du

ti—1

) dolts) =t — ti) K <t ;o&) %(&)H |

Using the same argument as in (a), the proof of (b) is completed using the fact that
K™ and ¢, are Lipschitz functions. O

Using similar arguments we have

Lema A.8 Under C.4, C.5 and A.6, if n® 'hi™ — co we have that

1 _tAP 1
sup |- > KW (t tl) ‘—/ | KW (w)[Pdu
-1

te[ho,1—ho] | ho = ho

—0, p=1,2.

Lema A.9 Let Z; be independent random variables | Z;| < A a.s and E(Z;) = 0, then
under C.4, C.5 and A.6 we have

sup K”(_i)ZZ-HO a.s.
tE[ho 1— ho] nh'/+1 ZZ
PROOF: Denote by S,,( huﬂ ZK(” < — 2) Zi.
ho

Bernstein’s inequality implies that for some positive constant «, we have

sup  P(|Sa(t)] > €) < 2eomh"
te[ho,l—Qho]

for n > nyg, since
n

o[k <th;’f)] — [ K )

=1

— 0 n — 0o

sup
te|ho,1—2ho]
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Consider a net in [0,1], 0 = u; < uy < ... <y = 1 such that |u; — u;_1| < hj. We
then have I, = O(hy") with v > v+ 1, and

)
sup  |Sn(t)] < max sup  |Sn(t) — Sp(u;)|+ max S, (uj)l.

te[ho,1—2ho] 1<j<ln |t—uy|<h] ujel[%f)gllzho}

Since K®) is Liptschitz with constant M, the first term on the right-hand side can be
majorized by AMh]~ "™ which entails that for n > n,,

Sp(t) = S (uy)| < e
2% quhJ (t) (uy)| < e

For n > max{ni,ng},

P( sup [S.(t)| >2¢) <P max  |[Sy(u;)| > €| < 2,emmhe < C’hgyn_aﬁn

_ 1<j<In
te[h07l 2h0] UjE[ho,l—Qho}

Y

where B, = nhZ’*!/logn — oo by C.3 . Since nh**! — oo taking v = 2v we have
that nh? — oo and for n large enough, nhj > 1 and 1 — a8, < —2, therefore

P( sup [S.(t)] > 2¢) < Cnt=oB. < On™?
tE[h(Ll—Qh()]

proving that » P( sup |S,(t)] > 2€) < 0o and the proof is completed using the
i=1  t€[ho,1—ho]
Borel- Cantelli Lemma. 1

Lema A.10 Under C.1 - C.5 and A.1 - A.6, if n°'hi™ — 0o as n — oo, we have
that

(a)
sup Zw (8, ho)elys — do(1)] — 867 (DA (E, do (1))

te[ho,1—ho] |i=1

— 3 Nt o) = Hy (o8 (1), 0@ 0
sty

where

) v (t—t

and H; depends on the derivatives of ¢o up to order v —1 .
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(b)  sup [Nt Gor(t) — Nt do(t))] =0

te|ho,1—ho)
where
Nialt () = == 3 K () 090 = dun®),
i=1
At do(t) = E@Y(y—golt))) = B9 (e1)).
PROOF:

(a) A Taylor expansion of order v gives

Zw (t, ho)¥lyi — do(t)] = D Sin(t) + Ry

where
5, - Z Wt ho) L (e - oo
R, = z W)t ho) W (i 4 &) — 0 ()]0 (t) — do(D)]”

with & < [¢o(ti) — ¢o(t)]. ,
If j is even, since ¢ is odd so E(¢)(e;)) = 0, then from Lemma A.9,  sup  [Sja| ==
telho,1—ho]

0 for j even.
If we denote by C; the Lipschitz constant for ) and by C, that of ¢y, since

&l < [do(ti) — do(2)]

7a(0) | ()| e 8 — vl —

Clcﬂ/—i-l ,
K (2 0)] g g

t—t,
K(u>< )
ho

since K has compact support on [—1, 1].
Thus, since Lemma A.8
(50
ho

IN

Clcﬂ/—i-l 1 n
v! nho i—1

hy.

1
= [ 1KY (w)ldu
—1

sup — 0,

te[ho,1—ho)

o
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we have that, for n large enough, sup |R,(t)] < Chg then sup |R,(t)| — 0.
tE[ho,l—ho} te[ho,l—ho}

It remains to show that sup |S1,(t) — EvY'(g1) ((]V)(t)| — 0 as. if n — oo.
tE[h(),l—ho}
Lemma A.9 implies that

sup

t€[ho,1—ho] | TV

h"Jrl ; ( ho ) [W'(e:) — EY'(e1)][¢o(ti) — ¢0(t)]‘ —0 a.s.

Therefore, it will be enough to show that

1 i t
LN KW (
nh8+1 ;

According to Lemma A.7

sup
te[ho,1—ho)

) ule) - o] - o0 0. (as)

—1; 1
su KWV ( 2) t;) — oot ——/ KW (y t — uhg)du| — 0.
e nhu-l-l; I [o(t:) — do(t)] ne ) (u) ol 0)
since
1 /1 1 )
¥ / K (w)o(t — uho)du = / K)o (t — uh)du
07/-1 -1
and the result for j even follows form ¢((]V) is Lipschitz and (A.6). It remains to show
, 1 v
that if j is odd y j > 3. sup [Sju(t) — BV (er) = Hy(dg (1), ..., 00 V()] —
t€[ho,1—ho] V.

0 a.s.if n — oco. From Lemma A.9 we have that

> wlf) (1 o) 59 (20) — BUOe1)] () — (o)}

=1

sup
tE[ho,l—ho]

Therefore, it will be enough to show that,

sup
te[ho,1—ho]

Let v;(u) = [go(w) — @o(t))’ then v;(t) = 0 thus, Y7, wii (¢, ho)[do(ts) — do(t)} =
> w,(;) (t, ho)[vj(t;) — v;(t)] For the Lemma A.7 and by a similar argument as that
S1, we have that

S 0, ho)[do(ts) — ¢o(t)]j—Hj(¢(()1)(t)>---,¢(()V_l)(t))|—>0-

=1

n

>l 0 holon(t) ~ on(0F — [ K0 o 0.

i=1

sup
tE[ho,l—ho}

But J; K(u)v](-u) (t —uh) = ](-V)(t) and Lemma 4.1 v](-y) () = H;(o5 (1), ..., % V(1))
thus concluding the proof of (a).
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(b) As in Lemma A.9, straightforward calculation show that

sup | Ajn(t, do(t))

telho,1—ho)

— EYY(e)| =0 a.s.

Thus, in order to obtain (b), it remains to show that

sup  |Ajn(t, @o(t)) —

telho,1—ho)

A Taylor expansion of order one gives

jan(t; do(1))]

| N (L dor(t) —

)‘j,n(t>$0,R(t))| —0 a.s.

45

1 n
= ZK< > ]+1 ( €zn)(¢0 R( ) ¢0(t))|
nho i—
: n —t:\| ~
< G| o —— K< )‘ t) — ¢ol(t
< e 3| ()| onte) — ento
which implies the desired result since
sup —zn: K(t_ti> —/1 | K (u)|du| — 0.
t€lho,1~ho] | N0 1= ho =

and  sup

|Go.r(t) — do(t)] — 0 by a similar argument as that Theorem 2 from

tE[ho,l—ho]
Hérdel and Luckhaus (1984). O

PROOF OF THEOREM 4.2

Note that
sup | duh(t) — o (1)
t€[ho,1—ho]
= sup |>\1,n(t7$0,R(t>)|_1
t€[ho,1—ho]
1 (1)
— 3 Njalt, dor( )) H(¢0,R
3<j<v
j:odd
< {t |>\1n(t Por ()]}
€lho,1
L ow
— > Nt dor(t )) Hj(¢or

3<]<u
j:odd

W (t, ho)lys —

sup

Lo () -

n

te[ho,1—ho] |i=1

().,

oo (1) —

Go.r (1)~
g/) (t)A1n(t, $O7R(t))
S wl (8, ho)elys — dor(t)]

& (DAt dor(1))].
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Since [hinlfh}\)\l,n(t,@oﬂ(t))|2|E¢’(51)\— sup | Ain(t, dor(t)—EY'(e1)], from

telho,1—ho tE[ho,l—ho]
Lemma A.10(b) and C.2, it will be enough to show that

1 (1 T(v—1
sup | zw (t, ho)¥lys — dor (] = X Nt dor (0)— Hy (0% (2). ... 005 " (#)
te|ho,1—ho) 3<j<v v
j:odd

- g/)(t))‘l,n(taQASO,R(t)”_)O a.s.

According to Lemma A.10, it suffices to show that

sup Zw (t, ho) [t (y; — QASO,R(t)) —Y(y; — ¢o(t))]| = 0 a.s. and (A.7)

te[ho,1—ho)
v—1 1 v—1
sup | Hi(@5n(t), - 000 (@) — Hy(¢8) (t),. ..o V(@) = 0 as. (A8)
tE[h(),l—ho}

In order to prove (A.8), as in Lemma A.10 (b), using a Taylor’s expansion of order v
we have that

v

Zw (t, ho)¥ly: — ¢o(t)] =D Sjn(t) + Ra(t) and

J=0

Zw (t, ho)y ¢0R Z t) + Ry (1)

where
Sult) = > uld o) 2 ) — gt
Ruft) = 3wl o) 3060+ €) = 00 @) ult) = o)
Sult) = Sl 1) i 0) ~ donp
Bift) = 3wl o) 006+ ) ~ 6O () - Fon(t)
with 6] < [éu(t,) — do(®)] and |§7] < [éu(t) — o] Since 55, (2) = Sou(#) and
= S ul?e ) ue) — o
_ i é"i’(t,ho)w( Jn(t) - du(t) + éolt) — dn ()

s
Il
—_
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i=1

w (¢, ho) W (y; — dor(t)) — ¥(ys

n (4) & izl L ~ -
i) + 30w t,10) S (1) 60(6) = au(0)[0u(t) — Bon(t)?

i=1 : k=0

Z O] + [R(8) = Ba(1)].

By Lemma A.7(a), el Lemma A.9, sup  |¢o(t)—dor(t)| and ¢y is bounded implies

that

Thus, since

that

tE[ho,l—ho]

sup |13 =0 pp
tE[h(),l—ho}

sup |R,(t)] — 0 a.s. , we obtain that it will be enough to show

te[ho,1—ho)

sup  |R(t)] — 0 p.p.
tE[ho,l—ho}

Denote by Cy the Lipschitz constant for ) (t) and Cy that of ¢o(t). Since K has
compact support on [-1,1] and |€7,| < |do(t) — o (0)].

R, ()]

From

<

IA

IA

IA

i Z\w (8, ho)[1€74 0o (t:) — do ()]
CIZ|wn2 (8, ho)1€7, {160 (t:) — @o(8)]” + |60 (t) — Por (D)}
{z wy (£ ho)l[9o(t) = do(8)]"*! +§i|w£z’<t,ho>u¢o<ti>—¢o<t>u¢o<t>—$O,R<t>\”

Z 0t 7o) lo(ts) — GO do(t) — don(®)] + Z 0t o) [ o(t) — ao,w)\”“}

¢ [Z (¢, ho) ] W TCE A2 4 [60(t) — o ()1 Caho + CREIb0(8) — don (D)

i=1

160(t) — Bor(t)+1]

1 t—t;
- K(u>< )
WK (T

sup
te|ho,1—ho)

1
- [ K @] 0.
-1
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1 t—1;
we get that there exists A > 0 such that sup — Z ’K @) (
te[ho,l—ho] h’O h’O

)’ < A. Since,

* 1 v 14 iy v
w IR0 < G {ermt e s (ot - G0 i
tE[ho,l—ho] 0 tE[h(),l—ho}
+ Cshg sup  |go(t) — dor(t)|+  sup |¢o(t)—$o,R(t)|”+l}-
tE[ho,l—ho] te[ho,l—ho}

In a similar way as in Theorem 2 from Hérdle and Luckhaus (1984), one can obtain
for some €5 > 0,

i P( sup }|¢o(t) — Gor(t)] > €oho) < o0.
n=1

te[ho,1—ho

Therefore, if we denote by A, ={ sup |¢o(t) — dr(t)| > €oho}, we have that
te[ho,l—ho}

P( sup |Ry(t)| >n) < P(A.) +P( sup [R,|>nNAy).

te[ho,1—ho) te[ho,1—ho)
1
In AS, sup  |Ri(t)] < Ci—(CyH! 4+ Che + Coe” + €T )hi™ < nfor n > ng
te[ho,l—ho} h’O

which entails that P( sup |R;| > nnNA;) = 0 for n > ny thus concluding the
]

tE[h(),l—ho
proof of(A.7).
We get (A.8) using A.7 and the uniform continuity of H;(.). O
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